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IMALL

Intuitionistic
Multiplicative
Additive
Linear
Logic

⊸ ⊗ & ⊕ 1 ⊤ 0
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IMALL

Fórmulas

 ⊢  𝜆𝑥.𝜋1(𝑥) : (𝐴&𝐵) ⊸ 𝐴
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IMALL

Conjunción Aditiva vs Multiplicativa

𝑥 : 𝐴, 𝑦 : 𝐵 ⊬  ⟨𝑥, 𝑦⟩ : 𝐴&𝐵

𝑥 : 𝐴, 𝑦 : 𝐵 ⊢  𝑥 ⊗ 𝑦 : 𝐴 ⊗ 𝐵
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IMALL

Conjunción Aditiva vs Multiplicativa

𝑥 : 𝐴 ⊢  ⟨𝑥, 𝑥⟩ : 𝐴&𝐴

𝑥 : 𝐴 ⊬  𝑥 ⊗ 𝑥 : 𝐴 ⊗ 𝐴
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Álgebra Lineal
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Álgebra Lineal

Producto Tensorial

𝑓 : ℝ → ℝ → ℝ × ℝ

𝑓(𝑥)(𝑦) = (𝑥, 𝑦)
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Álgebra Lineal

Producto Tensorial

𝑓 : 𝐴 → 𝐵 → 𝐶

𝑓 ′ : (𝐴 ⊗ 𝐵) → 𝐶

𝑓(𝑥)(𝑦) = 𝑓 ′(𝑥 ⊗ 𝑦)
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Álgebra Lineal

Producto Tensorial

ℝ ⊗ 𝐴 = 𝐴

𝑥 ⊗ 𝑎 = 𝑥 ⋅ 𝑎

𝑓 : ℝ → 𝐴 → 𝐵

𝑓(𝑥)(𝑎) = 𝑥 ⋅ 𝑓(1)(𝑎) = 𝑓(1)(𝑥 ⋅ 𝑎)
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Álgebra Lineal

Producto Cartesiano

𝑓 : ℝ → ℝ × ℝ

𝑓(𝑥) = (𝑥, 𝑥)
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Álgebra Lineal

Producto Cartesiano

𝑓 : ℝ → ℝ ⊗ ℝ

𝑓(𝑥) = 𝑥 ⊗ 𝑥
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Semántica Denotacional
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Semántica Denotacional

Denotación Categórica para IMALL

𝛾 =   𝑥 : 𝐴&𝐵 ⊢  𝜋1(𝑥) : 𝐴

⟦𝛾⟧ : hom(⟦𝐴&𝐵⟧, ⟦𝐴⟧)
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Semántica Denotacional

Denotación Categórica para IMALL

⟦𝐴&𝐵⟧ = ⟦𝐴⟧ ⊕ ⟦𝐵⟧ ⟦1⟧ = ℝ

⟦𝐴 ⊕ 𝐵⟧ = ⟦𝐴⟧ ⊕ ⟦𝐵⟧ ⟦0⟧ = {0}

⟦𝐴 ⊗ 𝐵⟧ = ⟦𝐴⟧ ⊗ ⟦𝐵⟧ ⟦⊤⟧ = {0}

⟦𝐴 ⊸ 𝐵⟧ = hom(⟦𝐴⟧, ⟦𝐵⟧)
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Semántica Denotacional

Contexto Más Grande

𝛾 =  𝑥 : 𝐴 ⊸ 𝐵,  𝑦 : 𝐴 ⊢  𝑥𝑦 : 𝐵

⟦𝛾⟧ : hom(⟦𝐴 ⊸ 𝐵⟧ ⊗ ⟦𝐴⟧, ⟦𝐵⟧)
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Semántica Denotacional

Contexto Vacío

𝛾 =  ⊢  ∗ : 1

⟦𝛾⟧ : hom(ℝ, ⟦1⟧) = hom(ℝ, ℝ)

⟦𝛾⟧ = id
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Semántica Denotacional

Preguntas

• ¿Respeta reducción? (Soundness)
• ¿Colapsa exactamente los 𝛽-equivalentes? (Completeness)
• ¿Es sobreyectiva?
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Semántica Denotacional

Espacios Vectoriales

𝑘 ⋅ 𝑣

𝑣1 + 𝑣2
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Semántica Denotacional

Reglas Sintácticas

𝑘 ⋅ 𝑡

𝑡1 + 𝑡2
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22 / 42



Semántica Denotacional

Preguntas

• ¿Colapsa exactamente los 𝛽-equivalentes? (Completeness)
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Semántica Denotacional

Caso 1

 ⊢  𝑡 : 1

𝑡 ⟶ 𝑘 ⋅ ∗
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Semántica Denotacional

Equivalencia Computacional

 ⊢  𝑡1, 𝑡2 : 𝐴 𝑥 : 𝐴 ⊢  𝐾 : 1

𝑡1 ≡ 𝑡2 𝐾/𝑡1 ⟷ 𝐾/𝑡2
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Semántica Denotacional

Demostración

 ⊢  𝑡1, 𝑡2 : 𝐴 ⟦𝑡1⟧ = ⟦𝑡2⟧

⟦𝐾/𝑡1⟧ = ⟦𝐾⟧ ∘ ⟦𝑡1⟧
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Semántica Denotacional

Equivalencias

𝛽-equivalencia → misma representación categórica

misma representación categórica → equivalencia computacional
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Semántica Denotacional

Contraejemplo

 ⊢  1 ⋅ 𝜆𝑥.𝜋1(𝑥) : (1&0) ⊸ 1

 ⊢  2 ⋅ 𝜆𝑥.𝜋1(𝑥) : (1&0) ⊸ 1

⟦𝜆𝑥.𝜋1(𝑥)⟧ : ℝ ⊕ {0} → ℝ
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Semántica Denotacional

Caso sin 0 ni ⊤

⟦.⟧ : (terminos : 𝐴) → ⟦𝐴⟧
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Semántica Denotacional

Demostración

 ⊢  𝑡1, 𝑡2 : 𝐴 ⟦𝑡1⟧ ≠ ⟦𝑡2⟧

𝜑 : ⟦𝐴⟧ → ℝ 𝜑 ∘ 𝑡1 ≠ 𝜑 ∘ 𝑡2
𝑥 : 𝐴 ⊢  𝐾 : 1 ⟦𝐾⟧ = 𝜑
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Generalización a Semimódulos

31 / 42



Generalización a Semimódulos

Semianillos

ℝ ℂ ℤ ℕ
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Generalización a Semimódulos

Semimódulos Libres Finitamente Generados

𝒮𝑛
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¿Y ⊤ y 0? (WIP)
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¿Y ⊤ y 0? (WIP)

𝐴 → (⟦𝐴⟧, 𝑉 , Φ)

𝑉 ⊂ ⟦𝐴⟧ Φ ⊂ hom(⟦𝐴⟧, ℝ)
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¿Y ⊤ y 0? (WIP)

0 → ({0}, {}, {0})

⊤ → ({0}, {0}, {})
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¿Y ⊤ y 0? (WIP)

Nueva Categoría

𝑓 : (𝐴, 𝑉 , Φ) → (𝐴′, 𝑉 ′, Φ′)

𝑓(𝑉 ) ⊂ 𝑉 ′ Φ′ ∘ 𝑓 ⊂ Φ

𝑓1 = 𝑓2 𝜑(𝑓1(𝑣)) = 𝜑(𝑓2(𝑣))
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¿Y ⊤ y 0? (WIP)

Par y Or

𝑉𝐴&𝐵 = {𝑖1(𝑎) + 𝑖2(𝑏) : 𝑎 ∈ 𝑉𝐴, 𝑏 ∈ 𝑉𝐵}

Φ𝐴&𝐵 = Φ𝐴 ∘ 𝜋1 ∪ Φ𝐵 ∘ 𝜋2

𝑖1(𝑎) = (𝑎, 0) 𝑖2(𝑏) = (0, 𝑏)
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¿Y ⊤ y 0? (WIP)

Par y Or

𝑉𝐴⊕𝐵 = 𝑖1(𝑉𝐴) ∪ 𝑖2(𝑉𝐵)

Φ𝐴⊕𝐵 = {𝛼 ∘ 𝜋1 + 𝛽 ∘ 𝜋2 : 𝛼 ∈ Φ𝐴, 𝛽 ∈ Φ𝐵}

𝑖1(𝑎) = (𝑎, 0) 𝑖2(𝑏) = (0, 𝑏)
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¿Y ⊤ y 0? (WIP)

Espacios de Chu

(𝑋, 𝑓, 𝑌 )

𝑓 : 𝑋 × 𝑌 → 𝐾
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¿Y ⊤ y 0? (WIP)

Espacios de Chu

(𝐴, 𝑉 , Φ) → (𝑉 / ≡, ev, Φ/ ≡)

.

.
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¿Y ⊤ y 0? (WIP)

Espacios de Chu

(𝐴, 𝑉 , Φ) → (𝑉 / ≡, ev, Φ/ ≡)

reedef.dev/talks

reedef.dev/feedback
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